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摘 要： 多重分形去趋势波动分析(Multi‑Fractal Detrended Fluctuation Analysis, MFDFA)处理非平稳时间序列存在

趋势项难以准确移除的问题，为此本文引入经验模态分解(Empirical Mode Decomposition, EMD)并通过趋势项自动判定方法

提取趋势项，再利用最小二乘(Least Squares, LS)法对趋势项再拟合(EMD‑LS)，进而提出新的多重分形分析方法

（EMD‑LS‑MFDFA），并针对具有理论值的二项式多重分形序列 (Binomial Multifractal Sequence, BMS)，验证了

EMD‑LS‑MFDFA法的有效性和稳定性，然后进行仿真分析.研究表明：相较于MFDFA方法，EMD‑LS‑MFDFA移除趋势精度

更高，计算的广义Hurst指数和质量指数的均方根误差较小，其中2阶的EMD‑LS‑MFDFA具有更高的计算精度，是1阶的1.8

倍，分析不同参数的BMS序列，其多重标度曲线与理论曲线相吻合，证明了该算法具有较好的稳定性和精准的分析能力.
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Abstract： Multi-fractal detrended fluctuation analysis(MFDFA) deals with the problem that non-stationary time series
has trend items that are difficult to accurately remove. For this reason, this paper introduces empirical mode decomposition
(EMD) and adopts trend items The automatic determination method extracts the trend item, and then uses the least squares
(LS) method to refit the trend item(EMD-LS), and then proposes a new multi-fractal analysis method(EMD-LS-MFDFA),
and the binomial multi-fractal sequence(BMS) of theoretical value verifies the validity and stability of the EMD-LS-MFDFA
method, and then conducts simulation analysis. Research shows that compared with the MFDFA method, EMD-LS-MFDFA
has higher precision in removing trend, and the calculated generalized Hurst index and quality index have a smaller root
mean square error. The calculation accuracy of the second-order EMD-LS-MFDFA is 1.8 times higher than that of the first
order. The multiple scale curve is consistent with the theoretical curve by analysis of the BMS sequence of different parame⁃
ters, which proves that the algorithm has good stability and accurate analysis ability.

Key words： multi-fractal；detrended fluctuation analysis；non-stationary time series；empirical modal decomposi⁃
tion；least squares；BMS signal

1 引言

在工农业生产过程中，传感器所测得的数据多为非

平稳时间序列，其时域波形和变化趋势会存在相似性即

分形性质 . 对于此类信号，多重分形方法能够很好地描

述信号的结构特征和局部尺度行为，进而讨论特征参量

概率测度的分布规律，揭示信号中所蕴藏的设备运行信

息 . 其中，Kantelhardt等［1］提出的多重分形去趋势波动

分析法（MFDFA），具有结构简便、易于实现，且能有效处
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理非平稳时间序列，应用极为广泛 . 譬如，葛家怡［2］、D
Yang［3］、Zhang X等［4］将MFDFA方法分别应用于脑电信

号等非平稳信号，取得了较好的分析结果 . MFDFA方法

的特点在于其假定信号局部趋势为多项式，但实际信号

的局部趋势并不全是多项式形式，这影响了该方法的适

用性 . 为此，不少学者对此进行了改进研究 . 比如，奚彩

萍等［5］利用移动平均方法代替多项式拟合进行局部趋势

的移除 . JLM［6］等引入多项式和三角函数检测局部趋势

项 . Ge X等［7］提出了一种多尺度多重分形去趋势偏互相

关分析方法，并通过仿真证明了方法的有效性 .
但是上述方法，或对信号缺乏自适应性，或无法确

定非平稳序列中的标量行为，导致趋势项提取精准性

仍值得商榷 . 为此，本文提出一种基于经验模态分

解‑最小二乘法的多重分形去趋势波动分析方法

（EMD‑LS‑MFDFA），即引入一种针对 EMD的趋势项自

动判定准则［8］，对非平稳时间序列进行分解判定，并用

最小二乘法拟合上述判定所得到的趋势项，同时在关

键步骤中将拟合结果作为序列在不同尺度下的局部趋

势，进而完成信号的多重分形分析 . 同时，选择经典的

二项式多重分形序列（BMS），根据其多重分形标度指

数相关参数的理论公式，计算其理论值评估本文所提

算法的有效性、优越性和稳定性 .
2 理论基础

2. 1 EMD与趋势项自动判定

EMD是一种自适应的信号分解处理方法，能够进

行趋势项提取并被证明效果较好［9，10］. 该方法能够根据

自身尺度特征将信号分解为若干个本征模函数（Intrin‑
sic Mode Functions，IMF）之和 . 其中，各 IMF分量满足

以下两个条件［11］：首先在整个数据集中，极值的数目和

过零点的数目必须相等或最多相差一个；其次在任何

一点上，由局部最大值定义的包络线的平均值和由局

部最小值定义的包络线的平均值均为零 . 针对原始信

号 x (i ) (i = 1，2，⋯，N )，EMD分解可表示为：

x (i ) =∑
j = 1

n

cj (i ) + rn (i ) （1）
式（1）中，n为 IMF分量的个数，cj（i）为第 j个 IMF分

量（j=1，2，…，n），rn（i）为信号残余分量 .
在理想情况下，将 rn（i）作为原始信号的最终趋势

项［12］. 但在实际应用中，趋势项部分还包含了一些低频

IMF分量，若仅将 rn（i）作为最终趋势项会产生较大误

差 . 因此，若将残余分量设定为最后一个 IMF分量，考

虑原始信号的趋势项可能是第 T个 IMF分量到最后一

个 IMF分量的和，可由式（2）表示：

M (i ) =∑
j = T

n

cj (i ) （2）

为确定T值，引入EMD趋势项自动判定准则，可由

式（3）表示：

Z =
∑
j = T

n∑
i = 0

N

cj (i )

∑
i = 0

N

x (i )
（3）

理想情况下，Z=1时可获得T值，但在实际应用中，

条件过于苛刻 . 经过大量仿真分析，认为取 Z>0. 95比
较合适，获得T值，进而获得信号趋势项M（i）.
2. 2 结合EMD的最小二乘法

最小二乘法是一种能够提取随机信号和稳态信号

趋势项的有效方法，既可以消除呈线性状态的基线偏

移，也可以消除具有高阶多项式的趋势［13］. EMD和 LS
都可以实现趋势项的提取，然而，两者均存在各自的不

足之处，EMD由于无法完全分解信号导致出现模态混

叠以及端点效应等问题，LS在对趋势项系数的求解过

程中［14］，需要利用一定的先验知识，受原始信号的影响

较大 . 为此，本文两者结合，对 EMD分解获得的趋势

项，再进行LS拟合，并分析该方法的可行性 .
设自动判定后的趋势项M（i）为以 f为采样频率的

数据序列（i=1，2，…，N），下面用K阶多项式拟合，趋势

项拟合曲线可表示为：

w (i ) =∑
k = 1

K

bkak （4）
式（4）中：a=i/f，bk为趋势项系数 . 为求解 bk，根据最

小二乘法，定义误差函数如式（5）所示：

E (h ) =∑
i = 1

N [ x (i ) - w (i ) ]2

=∑
i = 1

N é

ë
êêx (i ) - ù

û
ú∑

k = 0

K

bkak
2 （5）

对 E（h）按 LS原理求极小值，式（5）中对 bl（l=0，1，
2，…，K）求偏导，并令其为0，则：

∂E
∂bl =∑i = 1

N 2 é
ë
êx (i ) -∑

k = 0

K

bkak
ù

û
ú[ ]-al = 0 （6）

根据式（6）列出趋势项系数矩阵进行求解，确定bk值，

获得趋势项拟合曲线，则EMD‑LS提取的最终趋势项为：

R (i ) = M (i ) - w (i ) （7）
2. 3 基于EMD‑LS的MFDFA算法

假设非平稳时间序列为 x（k）（k=1，2，3，⋯，N），基

于EMD‑LS的MFDFA算法步骤如下：

首先，建立非平稳时间序列 x（k）对于均值的累积

离差序列Y（i）：

Y (i ) =∑
k = 1

i ( x (k ) - x̄ ) （8）
式（8）中：x̄表示非平稳时间序列的均值 .
将 Y（i）划分为等长的子区间，每个子区间的长度
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为 s (k + 2 ≤ s ≤ N 4 )，共有m=N/s个子区间（N为 Y（i）
的数据长度）. 为保证m是整数，再从 Y（i）的反方向再

划分一次，即得2m个子区间 .
然后，采用EMD‑LS法拟合第 v个子区间数据获得

Rv（i），消除第 v个子区间的局部趋势，计算第 v个子区

间数据与Rv（i）的均方误差：

F2 ( s，v ) = 1
s∑i = 1

s

{Y [ ( v - 1) s + i ] - }Rv (i ) 2
（9）

式（9）中：v=1，2，…，m.
F2 ( s，v ) = 1

s∑i = 1
s

{Y [ (N - ( v - m ) ) s + i ] - }Rv (i ) 2
（10）

式（10）中：v=m+1，m+2，…，2m.
接着，定义非平稳时间序列 x（k）的 q阶波动函

数为：

Fq ( s) = { 12m }∑
v = 1

2m [ F2 ( s，v ) ]q/2
1/q

（11）
最后，若序列存在自相似特征，则波动函数Fq（s）与

s存在幂律关系，如式（12）所示：

Fq ( s) ∝ sh (q ) （12）
式（12）中：h（q）为广义Hurst指数，最小二乘法拟

合 Fq（s）与尺度 s所得斜率即为其值 . 当 h（q）随 q值变

化时，则非平稳时间序列 x（k）具有多重分形特征 .
根据Kanterhardt等的研究，广义Hurst指数 h（q）与

质量指数 τ（q）的关系如式（13）所示：

τ (q ) = qh (q ) - 1 （13）
利用Legendre变换，可以得到序列的奇异指数α和

多重分形谱 f（α），如式（14）和式（15）所示：

α = h (q ) + q dh (q )dq （14）
f (α ) = q [ α - h (q ) ] + 1 （15）

3 BMS信号模型

本文选择BMS信号模型，用于生成长度为N = 2nmax
的非平稳自相似时间序列，序列通过式（16）构造，即：

xi = ( p1
1 - p1 )

n ( )i - 1
(1 - p1) nmax （16）

其中，nmax和p1都是生成该序列的主要参数，n（i）表示第 i个
指标在二进制表示下1的个数 . 选取参数p1=0. 3，nmax=10，
生成长度为1024的二项式多重分形序列，如图1所示 .

该序列的质量指数 τ（q）与模型参数 p1和序列波动

函数的阶数 q具有理论表达式，如式（17）所示：

τ (q ) = - ln ( p1
q + p2 q )
ln2 （17）

其中，p2=1-p1（0. 5<p2<1），广义Hurst指数 h（q）与多重

分形中的奇异指数α和多重分形谱 f（α）可通过式（13）~
（15）获得 .

通过上述理论计算公式所得理论广义Hurst指数

h（q）、质量指数 τ（q）以及多重分形谱 f（α）如图2所示 .
从图 2中可以看出，理论计算所得的 Hurst指数

h（q）是一条随 q增大而减小的函数，τ（q）跟 q之间存在

明显的非线性关系，f（α）是一条随奇异指数α变化的单

峰曲线，这均证明 BMS模型生成的时间序列具有多重

分形特性 . 因此，可以选取由 BMS模型生成的非平稳

时间序列作为本文算法的处理对象 .
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4 算法分析

4. 1 算法设计

选取参数 p1=0. 3，nmax=10，长度为 1024的二项式多

重分形序列，用EMD‑LS‑MFDFA和MFDFA方法计算其

精度 . 为保证趋势项的有效性和波动函数的稳定性，子

区间的长度 s取值为 4~256，q的取值为-10~10. 为方便

比较且消除高阶多项式的趋势，体现最基本的变化情况，

MFDFA方法和EMD‑LS‑MFDFA算法下的趋势项多项式

的拟合阶数，均取 d=1，2［15，16］，并分别记为 MFDFA‑1、
MFDFA‑2；EMD‑LS‑MFDFA‑1和EMD‑LS‑MFDFA‑2.

4. 2 算法准确性分析

通过合理的参数选取，以上算法所得的h（q）和 τ（q）
与BMS理论值如表1所示，其与理论值的差值关系如图

3所示 . 由表 1可知，EMD‑LS‑MFDFA法获得的结果比

MFDFA法的结果更精准 . 图3表明，EMD‑LS‑MFDFA与

理论的整体差值波动相对MFDFA法所得结果更为平缓，

其中在 q<0时，有更明显的优势 . MFDFA‑1、MFDFA‑2、
EMD‑LS‑MFDFA‑1、EMD‑LS‑MFDFA‑2以及理论值的q阶
广义Hurst指数的变化幅度Δh（hmax - hmin）和 q阶质量指

数 的 变化幅度 Δτ（τmax- τmin），如表 2 所示 . 显然，

EMD‑LS‑MFDFA计算获得的Δh（q）和Δτ（q）更接近理论值.

图4是EMD‑LS‑MFDFA与MFDFA方法的h（q）、τ（q）
和 f（α）图形 . 从图4可以看出，由EMD‑LS‑MFDFA方法计

算出来的曲线与理论曲线吻合度高且吻合程度高于MFD‑
FA方法 . 图4（a）表明，在q<0的部分，EMD‑LS‑MFDFA‑2

方法计算出来的q阶广义Hurst指数与理论值的拟合程度

高于EMD‑LS‑MFDFA‑1，在 q>0的部分，则相反 . 图 4（b）
中，多项式拟合的MFDFA方法对q<0的部分，q阶质量指

数会出现较大的偏差，但是EMD‑LS‑MFDA与MFDFA方

法对q>0的部分均能获得较好的结果 . 图4（c）中，在 f（α）=1
的左部分，EMD‑LS‑MFDA与MFDFA方法所获得的多重

分形谱图与理论值谱图均比较接近，在 f（α）=1的右部分，

EMD‑LS‑MFDA‑2所获得的多重分形谱图与理论值最

接近 .

表1 不同参数算法与理论计算的h (q )和 τ (q )

q
－10
－9
－8
－7

……

7
8
9
10

MFDFA‑1
h（q）

1. 779
1. 767
1. 752
1. 734

0. 702
0. 687
0. 676
0. 666

τ（q）

－18. 792
－16. 905
－15. 020
－13. 135

3. 913
4. 498
5. 081
5. 663

MFDFA‑2
h（q）

1. 836
1. 824
1. 809
1. 790

0. 680
0. 664
0. 651
0. 641

τ（q）

－19. 362
－17. 419
－15. 476
－13. 533

3. 758
4. 310
4. 860
5. 410

EMD‑LS‑MFDFA‑1
h（q）

1. 697
1. 687
1. 673
1. 656

0. 681
0. 669
0. 660
0. 652

τ（q）

－17. 975
－16. 181
－14. 387
－12. 593

3. 768
4. 352
4. 936
5. 519

EMD‑LS‑MFDFA‑2
h（q）

1. 636
1. 625
1. 613
1. 597

0. 692
0. 676
0. 664
0. 654

τ（q）

－17. 356
－15. 629
－13. 904
－12. 181

3. 843
4. 409
4. 974
5. 538

BMS理论值

h（q）

1. 637
1. 626
1. 612
1. 595

0. 657
0. 639
0. 626
0. 615

τ（q）

－17. 370
－15. 633
－13. 897
－12. 163

3. 598
4. 115
4. 630
5. 145

0.2

0.15

0.1

0.05

0.
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(q
)
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q
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图3 Hurst指数及质量指数与理论值的差值关系图

表2 不同参数算法所得标度指数值及理论值的变化幅度

Δh
Δτ

MFDFA‑1
1. 113
24. 455

MFDFA‑2
1. 195
24. 773

EMD‑LS‑
MFDFA‑1
1. 046
23. 494

EMD‑LS‑
MFDFA‑2
0. 982
22. 894

理论

1. 022
22. 515
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表3给出了不同拟合阶数设定下的EMD‑LS‑MFDFA
与MFDFA方法计算得到的h（q）和τ（q）与BMS信号理论

值的均方根误差 . 从表3中可以看出，相较于1阶和2阶
的MFDFA方法，EMD‑LS‑MFDFA计算的 h（q）和 τ（q）的

均方根误差较小，但相较于1阶的EMD‑LS‑MFDFA方法，

2阶的EMD‑LS‑MFDFA计算的 h（q）、τ（q）均方根误差更

小 . 由不同参数算法下标度指数均方根误差的均值可知，

1阶EMD‑LS‑MFDFA的准确性约为 1阶MFDFA方法的

2. 2倍，2阶相比约为5. 3倍，2阶EMD‑LS‑MFDFA约为1
阶的1. 8倍 . 综上分析可知，2阶的EMD‑LS‑MFDFA方法

处理多重分形信号具有较高的精确度 .

4. 3 算法稳定性分析

为验证本文算法的稳定性，该算法对不同样本量

的非平稳时间序列和给定多组 p1参数的序列进行了

分析 . 对 BMS信号取参数 p1=0. 3，nmax=10，11，12，
13，生成长度 N=210，211，212，213的非平稳时间序列，

运行 EMD‑LS‑MFDFA‑2方法计算序列的 h（q）、τ（q）以

及 f（α），结果如图 5所示 . 对 BMS信号取参数 p1=0. 2，
0. 25，0. 3，0. 35，nmax=10，生成长度均为N=210的 4组非

平稳时间序列，同样运行 EMD‑LS‑MFDFA‑2方法计算

序列的 h（q）、τ（q）以及 f（α），结果如图 6所示 . 表 4给出

了不同样本量和 p1值时MFDFA‑1和EMD‑LS‑MFDFA‑2
方法计算的标度指数值与理论值的均方根误差 .

图 5可直观地看到所获得的广义Hurst指数、质量

指 数 和 多 重 分 形 谱 曲 线 比 较 接 近 ，结 合 表 4 中

EMD‑LS‑MFDFA‑2所得的 h（q）和 τ（q）的均方根误差均

小于MFDFA‑1，可有效验证本文算法对不同样本量的
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图6 不同p1值的理论结果与EMD‑LS‑MFDFA‑2计算结果比较图
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图5 EMD‑LS‑MFDFA‑2处理不同样本量BMS信号的结果图
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图4 不同参数设定下的EMD‑LS‑MFDFA与MFDFA方法处理BMS信号的结果图

表3 不同参数算法计算h(q)和 τ(q)与理论值的均方根误差

h（q）

τ（q）

MFDFA‑1
0. 0942
0. 5982

MFDFA‑2
0. 1280
0. 8057

EMD‑LS‑
MFDFA‑1
0. 0415
0. 2741

EMD‑LS‑
MFDFA‑2
0. 0272
0. 1479

2327



电 子 学 报 2021年

时间序列具有较好的稳定性 . 从图 6中可以看出，随着

BMS模型 p1参数值的增加，非平稳时间序列的多重分

形性减弱，但无论 p1参数取多少，广义Hurst指数、质量

指数和多重分形谱曲线均与理论曲线高度重合，再次

说明EMD‑LS‑MFDFA‑2方法针对多重分形序列具有精

准的处理结果和较好的稳定性 .
4. 4 仿真分析

为进一步研究EMD‑LS‑MFDFA‑2对非平稳时间序

列多重分形去趋势波动分析的效果 . 选择4组不同的多

重分形布朗运动时间序列（Multifractal Brownian Mo‑
tion，MBM），并对其加入多项式趋势项 x1（i）= 0. 7+
0. 2t+0. 05t2+0. 002t3，构造仿真信号进行分析 . 为较好

说明移除趋势项的效果，利用趋势项均方根误差

（RMSE）评估该方法的精度，其评估函数如式（18）所示：

RMSE = ∑
i = 1

N (R (i ) - x1(i ) )2
N

（18）
根据式（18），以上两种方法移除信号的趋势项

RMSE如表 5所示，其信号的 h（q）、τ（q）以及 f（α）结果

如图 7所示 . 由表 5可知，EMD‑LS‑MFDFA‑2相比MFD‑
FA‑1移除趋势项有一定的优势，因此图 7所获得的广

义 Hurst指数、质量指数和多重分形谱曲线会存在差

异性，而 EMD‑LS‑MFDFA‑2法高精度移除趋势后，其

Fq（s）∝sh（q）的幂律关系会更稳定 . 此例说明，基于

EMD‑LS的非平稳时间序列多重分形去趋势波动分析

方法最终所提取的多重分形谱特征较为精准 .

5 结论

本文提出了一种针对非平稳时间序列的多重分形

去趋势波动分析方法（EMD‑LS‑MFDFA）. 经验证，该方

法有以下优势：

（1）能够获得有效的广义Hurst指数、质量指数和

多重分形谱等有效的多重分形特征 .
（2）能够准确地移除序列在不同尺度下的局部趋

势项，解决了MFDFA方法使用多项式拟合容易出现欠

拟合或过拟合的现象 . 拟合趋势项时，无论选取 1阶或

2阶，提取多重分形特征的准确性均高于MFDFA方法，

但 2阶EMD‑LS‑MFDFA方法具有更高的分析精度，是 1
阶的1. 8倍 .

（3）对不同样本量和不同多重分形性的序列进行

分析，该方法具有比较好的稳定性，为实测数据分析时

选择合理的算法提供了有意义的参考 .
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